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bestimmt wird. Im deterministischen Fall, A wir also von zufdlligen ("stochasti- 
schena) Eiqfl&sen absehen, ist es bei gegebenem R e g e l d z s t e m  von vornherein 
bestimmt ob, ausgehend zur Zeit to vom Punkt xo des Phasenraumes, es m8glich 
ist den Punkt x zur ?kit t vemittels einer zwecEm$lssigen SteuerArnktion zu erreichen 
d e r  nicht. D i e  Bnge der Punkte x wo dies m 8 g l i c h  ist, bezeichnen wir m i t  
, 
("1 F(xo> t ~ J  t, 
'r 
und nennen s ie  die emichbam Bnge oder, als hrnktion ihrer ArgumenG gedacht, 
die Ex-xeichbariiitsAion. &llch babe ich darauf hingewiesen dass ea in vieler 
Gicht vorfxilhaf't ist, fiir die,Entwicklung der aUgemeinen Theorie der Regelungs- 
* %  
r 4  * 
systeme. von dieser Erreichbarkeitsflion auszugehen [51, 161, [TI. Dies entspricht 
der Da,rs&ung der dynanrischen Systeme durch eine zu (*) analoge -Funktion, M 
jedoch die erreichbare &nge auf' einen einzigen I>unkt zusammenschrumpft. 
-.& 
I 
Der Bqp*orteil so einer axiomatischen Darstellung der Theorie lie@ i:. 
% +k: . = >  
in der Erfasthng bestimmt;gr %griffe, z.B. der StabilLt&, i n  ihrer ganzen a &e- * >  
meinbeit. D i e  vorliegende Arbeit .sa zeigen wie all die feineren A b s t d e n ' d e s  - 
t s  
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schwachen Fonn vollzlehen. Dabel verstehen vir unter der starken Fonn einer 
gewissen Eigenscha,f%, IEI Fall der Regelungssysteme, die Fordenrng dass aUe, 
von den betreffenden Rankt (xo,to) ausgehenden Bewegungen x(t), diese gewisse 
Eigeaschaft; besitzen, dhmnd die schwache Fonn darin besteht, dass zumlndest 
eine Eeuegung x(t)  existiert,  welche von (xO,to) ausgeht und diese Eigenschsft 
besitzt. lin folgendem werden d i e  demeotsprechenden &Tinitionen p a i s e  gegeben. 
Die meisten i n  dieser Arbeit aufgestellten Behauptungen sind sehr 
eiafach zu beweisen. Wo dies nicht der Fall ist, vlrd der hser auf elne 8\18. 
*~chere  Arbeit veruiesen, welche anderswo vedffent l icht  werden wird. ES sei 
auch noch bemerlrt daee der hier gegebene Begrif'f der stsrken 8tsbi3lt& schon 
voll ~\ibov 191 eingthend b-lt w~rd4  (sinhe such die ~ a r e t a ~ u n g  t a l  - @I, $351. 
II. Definition der allgemeinen Regelungssysteme, 
Me Definition der allgemeinen Regelungssysteme, v l e  VJS s ie  hler  
geben werden, geht Im wesentlichen auf Barbashin [l] z d k ,  
Wir betrachten a h  A?hasenraum X = Ex, y, ...) einen vollstclndigen, 
lokal-komp.kten metrischen Raw e m  Beispiel den R e D n  euklldlschen n-djmen- 
sianslen Ram. Untermengen yon X werden ni t  grossen Buchstaben (A, B, X, Y, ...) 
beeeichnet. Es bedeute 
1) p(x,y) den Abstand der Punkte x und y. 
lv) a(A,B) - mzwc ( p(A,B),p(B,A) ), (Abstand der Bkngen A und B in der Hausdorff 
schen Met&). 
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Ea iet nicht besonders schwierlg sus dieeen Vorsussetzungen das Verhalten 
abzui ten ,  wel~hes vernmigerweise von ~egelungssystemen zu emarten iet (si- 
RaDcin [r] ,  [6] oder auch Earbashin [I], yo die Axiame im wesentlichen mit den obigen 
bereinstimmen) , 
wfr gebzauchen noch einige Hilfselemnte. 
Definition 1: eine €!ewe- des Regelun@;ssystems ist elne Funktion u(t), 
definiert in mend einem Interpall to i; t s tl, m i t  u e X, f3r welche folgendes 
gi l t  : 
I 
Dann existiert ein Teilfolge 9 (t) 
k 
&sig  gegen eine gewisse Bewegung u,(t) 
(k = 1,2,3,...) welche in [t,t,] gleich- 
I 
konvergiert, 
III. Me stark Fonn der Stabillt&t. 
Definition 2: D i e  &nge A( X heisst stark positiv invariant in Bzug 
aut ein gewisses Regelungssystern, wnn fUr Jedes xo (E Aj to t j  die Relation 
Mese S t a b l l i d t  werden Kir auch etarke Ljapunov - Stabilidft nenn,en. 
Wir gehen stets von einer stark positiv invsrianten Menge A a=. D i e  
Eigenschaften sind folgende: 
le) stcrrke J+japunuvs;tabilit&t nach Definition 3. 
28) Die gleiche Definition 3, Jedoch m i t  6(eJto)  = s(e) unabhb!ngig von to 
(gleichdssige stark Stabilit&). 
3s) Fb jedes to E R existiert ein bo(to) > O  so dass f(jr jede Bewegung u(t) 
mit u(t,) = x E s (A), 
O 80 - p(u(t),A) - 0 
b + O D  
g i l t  (quasi-asymptotische stark Stabl.llt&). 
4s) Flk. dedes to I R existiert ein s,(to) > 0 , so dass 8\18 p(xd A) < 0 , 
folgt. (Also Eigenschaft (313)~ gleichdssig ffir a3le von (xo,to) ausgehenden 
BwegMgen u(t)). 
9) Eigenschaft (3s) m i t  
6s)  EigenschELft(4.s) m i t  6o unab-ig von to. 
7s) F8r jedes to Q R existiert ein so(to) > 0 so dass 
8o ubkdngig  von to. 
- B ( m  (A), td t), A) = 0 
t + + -  6O 
(Also EigenschsFt (4s) glei&ssig i n  xo E S (A)). 
8s) Eigenschaf't (7s) mit 6, unabldngig von to.(QwuxLequi-Bsymptotische 
stsrke StabiUdt) .  
9s)  ES existiert ein go > o BO dass 
Es Ut ersichtlich, dsss man noch mehr Zwischenstuf+en definieren I 
~~Bnnte ,  was jedoch nur dann interessant dre, wenn such wichtige p h y s ~ c h e  
Systenme solches Verhalten zeigen. 
. Die Beziehmgen zwischen den definierten Eigenschaften ist in Figur 1 
versnschaulicht. Was die Beziehungen der Gruppen 1-2 und 3 bis  9 betrifft, 
zeigt folgeades einf'ache -&ispiel, dase im allgemeinen 8116 (8s) (und l m  FaUe 
t Q R+ sogar aus ( 9 s ) )  - nicht die Ljapun0vstabill.t (Is) folgt, beide Grqppen 
also von einsnder unabh&gig sind. 
.. 
Beispiel: Es sei x E R \;md das Regelungssystem dad- U l n i e r t ,  
da~s wir die Beweguagen u(t) z e i c b r i s c h  i n  ~igur 2 damtellen, vodur~h sie  
g e a b d  verstllndllch gegeben 05.ad. D i e  Abnahme gegen N u l l ,  der Kurven rechte, 
lpann t . B .  mch dem monential-Geset!a angenornmen werden. B n  beschte, daes durch 
*den Bmkt m i t  x = 0 v i e k  Bewegungen hindurcbgehen. D i e  Axlome I bia VI eind 
selbsversthdlich e m t ,  wie man leicht nachpdft. 
D i e  Bnge A = {x I x C 0 )  
Elgenschaf't (b), i L e ~  alle Bewegungen streben Ja gegen A. 
t E R+ betrachtet werden, ist sogiar (9s) erf'&Ut. Dennoch ist (Is) nicht e-t. 
ist positiv stark invariant und erf-t die 
Im Fall  vo PUT Werte 
Dieses Beispiel bat den hchteil, dass A nicht abgeschlossen Ut. Es 
kam auch gezeigt werden,dass wenn die positiv-stark-invarlante &nge A karnpgkt 
at, (IS) aus (7s) io=. Der ~ e w e i e  xid i n  einer eingehenderen Arbit gehcht 
werdm. 
D l e  ge- etarke a8ymptofie&a Stebll idt  bedeuktt dla Versh&ung 
der E3getnscbaften (Is) + (38); die equilaeymgtatieche ~tarks Stabllit&, 
(Is) +- (88) und die gleichdssige equi-ssymptcrtische stark Stab l l i a t ,  (2s) 3. (98) .  
Be% der asymptotischen starken Stabilitllt ist es auch wichtig dae 
dazugeh8rige '.Attrsktionsgebiet zu bestimmen fvgl. IaSalle b]), jedoch w o u n  
w i r  hier nicht darauf aCther eingehen. 
IV. D$e schwache Form der StabiUt8t. 
Definition 4: D i e  &nge A (  X heisst schwach positiv invariant i n  
Bezug auf ein gewisses Regelungssystem, wnn fIir jedes xo E A ,  to E R , mindestem 
eine Bewegung u(t)  existiert,  f'& welche u(to) - xo und u(t) E A 3% 
alle t L to. Besteht insbesondere A aus einem einzigen Punkt, BO kann man auch 
von einer schwachen RuheZaae sprechen. 
.. 
Sate von Barbahin [I]: notwendig und hinmi~bend f'b die 8chwacbs p O 8 ~ f l ~ e  
Invarisne der abgeschlossenen Wnge A, ist die Be- 
~ ( x 0 , t o A  n A  f p' 
f3r *des xo E A , to e R t L to* ( $ bedeutet die here &nge.) 
Definition 5: die echwach posltiv invariante Bnge A (  X heisst 
schwa& stabil, wenn f%r &des e.> 0 und to E R 
so dass aus 
u(to) = xo , u(t) E Se(A) fIir alle t 2 to folgt. 
ein 8 - 8(e,t0) > 0 existlert, 
p(xo,A) < 6 die Existenz von mindestens elner Bewegung u( t )  rdt 
Dlese Stabllit&t verden wlr &uch schwache Ljapunov StabUt#!t nennen. 
V i e  im vorigen Abschnitt, geben wir jetzt die Deffnition von verschle- 
0 
denen AbstuPungen des schwachen Stabil.it&sbegrjffes, wobei das beigefagte "w" 
(vom englischen bak")  sie von den starken EigenschaFten des vorlgen Abschnl t t e s  
mterscheiden SOU. 
IW) m b 6  I&- Sbbffltdt w h  Definition 5 e  
hr)  is &ich Demtioa 5, *doch nrit b(e8 to) - $(e) uaabb&leig m t, 
(gle1EhnBnsige 8ChWbe StabiliteJt) e 
3w) F h  jedes to E R e x i s t l e r t  ein B o ( t o )  > 0 , 80 dass aus .p(xo,A) a0 
4w) F& jedes t& E R existiert ein 60(t0) > 0 so dass aus p(xo. A) < 6, aie 
Bdstenz von mindestens einer ~ewegung u ( t )  m i t  
dt,) = xo , llIfL P(U(t), A) = 0 
t 4 + m  
Solgt (quasl-asymptotische schwache Stab l l id t )  . 
%) EigenschaFt (3w) m i t  6, unabdnglg von to. 
6w) Eigenschaft (4w) mit 60 ~abh&gig yon to. 
7w) PiIr jedes to E R exlstlert eln bo(to) > 0 und f& jedes e > 0 ein T = T(tde), 
I 
so dass aus xo e 8 
m i t  u(to) = xo , 
(A) die Existem yon mhdestens elner Eewegung u(t) 
p(u(t), A) C e f& alle t 5 to + T.. fo lg t .  
8w) E i g e n s M  (p) mit 80 unahh&gig von too 
W) Elgenschd't (8w) mLt T(e) UnabhgIngig von to, 
D i e  Bezlehungen z-schen diesen Elgenscb&ten werden uteder dura 
dss gleicb Diagmmm von Fiesur 1 dargestellt. 
Das in Figur 2 gegebene Beispiel g i l t  auch f'& den Fall der schwachen 
Stabillidk. Die &nge x S 0 1st schwach pasitiv invariant ( x = 0 ist sogar 
eine schwache €&elage$; die Eigenschsft ( 8 w )  ist erfmt (bel t h 0 iet 
sogar (gw) e-t), jedoch nicht die schwache Ljspumv StablUt& (lw), D i e s  
bewelst die u13BbhEtngigkeit beider Grqppen von Eigenscb&ten,&s Diagrarmples. 
! 
[I] mbsshin, EA., "On the theory of genemlized dynamical systems", 
121 &XI, W., "Theorie und Anwendung der direkten kthode von Ljapunov", 
131 Iasalle, J.P., "The exten6 of asymptotic stability", Proc. Eat. Acad. 
Uch. Zap. M.G.U. NO. 135,(1949), ~ p .  UO-133. 
(Ergebnisse d. u. ihrer Grenzgebiete) Springer Verlag, 19%. 
%I. (19601, PP. 363-3650 
151 Roxin, E.O., "Axiomatic theory of control systemsw, RLAS Report 62-16 
[6] Raxin, X.O., "Axiomatic foundation of the theory of control systems", 
2. Internationale Konferenz der Intern. Fed. Autom. Control, 
Basel, August 1963. 
to D i f f .  Equations (Interscience Rabl.). 
O q l & h m  L16Bc Mtll", 
(August 1 9 a .  . I  
I 
[7] Rootin, E.O., "Stabllity in general control systems", im Druck in Coatrib. 
(81 lloebieaua, !Po, "AeYmgtotic behaylour of solutione of ordinery dlffersntisl  
[SI Wbm, V.I., "&bW ob A.M.I&punm and their rppllartlon", Icdrt. 
f6nlngzud Univ. (VZ) (nursiech, elrP'I.l.Cb6 breetz lmg ala 
dEc&r&B, physics, U.S.A.E.C., wlashington D.C., 1961). 
I 
b P O *  &5 (V6l). 
~ - .. . __ . . . . .. . .. 
- 
- Fig. 1 
. . 
. 
c 
